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1 Description du modele

Dans la configuration physique

Q. = w x (—£/2,¢/2), ot w C R? est un ouvert borné a frontiere Lipschitz.

Densité d’énergie élastique: W : R3*3 — R quasiconvexe, C! & croissance

1 <p<oo.
Conditions limites:

e Sections supérieures et inférieures sont libres;
e Bord latéral: déformation G°(¢).

Fissures: Ensembles rectifiables K© C w X (—¢/2,¢/2) (t.q. H*(K®) < ce).

ie. K€ CU; Mj UN ouVj, Mj C dans une hypersurface de classe Cl et H?*(N) = 0.

e Energie de surface de type Griffith = H?(K*).




Déformations cinématiquement admissibles au temps t:
ve Q. \ K¢ — R?, v° est discontinue & travers K¢ et satisfait v = G°(t) sur le
bord latéral.

e Energie de volume = / W (Vov®)dz.
Q\K*

Espace fonctionnel (De Giorgi €8 Ambrosio): Si U C R™ alors w € SBVP(U;R™) ssi
u € LY (U;R™) et Du=Vu L+ (ut —u~) Q@ vy H*" 1| Jy est une mesure de Radon finie
ol

([ Vu = gradient approché € LP(U;R™*™),
Ju = ensemble des discontinuités (rectifiable),
Uy = normale a Jy,

\ uT = traces de part et d’autre de Jy.

Soit QL :=w' x (—¢/2,2/2), o0 w C W' et G5 € WHi([0, T]; WHP(Q2L;R?)).

v© € AD.(K®,G°(t)) = {veSBVP(Q.;R%) : J, C K°
et v =G(t) p.p. dans (' \ @) x (—¢/2,¢/2)};




Conditions initiales:
e Pas de fissure préexistante: K¢y = (;

o v°y déformation initiale minimise

w|—>/ W (Vw) dz + H*(Jy),
Q.

parmi tous les w € SBVP(Q.; R?) satisfaisant w = G*(0) p.p. sur

(W \@) x (—¢/2,¢/2).




Existence d’une évolution quasi-statique au sens de Francfort & Marigo:

Dal Maso, Francfort & Toader = YVt € [0,T], 3 (v°(t), K°(t)) une évolution
quasi-statique t.q. v°(0) = v%g, K°(0) = Jye, €t

e Irréversibilité: K¢ (tl) C K*© (tg), VO<t; <ty < T;

e Principe de moindre énergie: V K' D K¢(t), Vw € AD.(K', G*(t)),

Ee( / W (Vo© (t)) dx + H? (K (t) / W (Vw) dx + H?*(K').

e Principe de conservation d’énergie: E° est absolument continue en

temps et

°(s)) - VG°(s) dz ds.




Dans la configuration “rescalée”

Dans le but de travailler sur un domaine indépendent de ¢, on reformule le
probleme sur le cylindre “rescalé” 2 :=w x (—1/2,1/2). On pose
V (x1,x9,23) € QY =0 x (=1/2,1/2),

N——

o ¢° (x4, 13,t) = G (x4,cx3,1), g° € WHL([0, T]; WEP(QY; R?));

o uto(Ty,w3) = v°0(2q,cx3), uto € SBVP(Q;R3);

o u“f(a:a,xg,t) ‘= Ug(aja,é‘ﬂjg,t), ug(t) = SBVP(Q/;R3);

o I°(t) :={(wa,z3) €W X (—1/2,1/2) : (xq,em3) € K°(t)} Cw x (—=1/2,1/2).

Au temps t = 0: u®(0) = up, ['°(0) = Jy=

0°




Changement de variable:

\v4 (CC X ) c Q) v&ug(xa7$37t) — vavg(xongi%t)v
ay 3 ’
Viu®(ra,x3,t) = V30 (xy,c13,1)

N /Q W (Vs (1)) dz = 5/QW (Vaug(t)EVz),ua(t)) dz

(vrey) (Tarzs) = (Vo) (Ta,ex3),

et V (zq,x3) € (1),
(VFa(t))3(xozax3) €(VK€(7§))3(:COM€$3)

1

((Vrem)a g (th))g) | dn’.

=>H2(K€(t)) :/ |VKa(t)|dH2 28/
K=(t)

= (t)

On divise tout par € pour obtenir un modele de membrane.




o Irréversibilité: T°(t1) C T°(t3), VO < t; < to < T

e Principe de moindre énergie: VI’ D I°(t), Vv € AD(IV, ¢°(t)),

/Q W(Vaug(t)EVgug(t)) da + /P » ((ypgm)a‘%(ypg(%)‘dHQ

SLW(VQ’U évgv) da:+// ((up/)a|§(up,)3)|d712.

e Principe de conservation d’énergie: £° est absolument continue en

temps et

£ / / ( )\ Vaue (s )) - (Vag (s )| Vi (s )) da ds.

Question: (u®(t), (1)) =09




2 Analyse du probleme statique par
I'-convergence

Formulation faible (De Giorgi €9 Ambrosio): on remplace la fissure par ’ensemble

des discontinuités de la déformation.

Soit F. : SBVP(Q;R?) — R t.q.

/QW (Vau §v3u> daz+/Ju ((Vu)a‘é(uu)3>|d7-(2.

. . e . —0 —0
Si u* minimise F. + C.L. alors F.(u*) = min F.(v) — ? et u’ —— ?
v + C.L.

Braides € Fonseca et Bouchitté, Fonseca, Leoni & Mascarenhas: énergie de

surface a croissance linéaire par rapport au saut de déformation [u] := u* —u™.




Probléme: Manque de compacité des suites minimisantes. Si {u.} C SBVP(Q;R?)
et sup, F:(u.) < 400, alors

1 b
/ (VO/LL6 —V3u€> d:v+/
0 € J

Ue

(@ug)ag(%)g) | IH? < c.

e< 1 = ||Vue|lp + H*(Jy.) < ¢ mais on ne peut pas appliquer le Th. de

compacité d’Ambrosio.

Si {ucs} C SBVP(Q;R3) t.q. ||Vuellp + H2(Ju.) < c et

|u® oo < € ou bien / lueT —ue 7| dH? < e
Ju,

Alors 3 une sous suite et u € SBVP(Q;R3) t.q. ue — u faible dans SBVP i.e.

L2 Yu et H?(Ju) < liminfe H?(Ju, ).

Si Jtuel|oo < ¢ = u. — u dans SBVP(Q;R?). De plus, comme

/\Vgug\pda:+/ ((vy )3| dH?* < ce =0 = Dsu=0 = uc SBVP(w;R?).
Q J

Uge




On définit
= inf{limiang(ug) . u. € SBVP(Q;R?)

ue — u fort dans L' (4 R?) et [lu.| < c}

Troncature par des fonctions régulieres: u € L™ = F(u) = [-lim. F.(u).

Théoreme 1

oL () /wQWO(Vau) dre +H'(J,) siu€ SBVP(w;R?),

F.(u) —= F
i +00 SIMon,

ou Wy : R3*2 — R est définie par Wo(F) :=inf, W(F|z) et QW est I’enveloppe

quasiconvexe de Wy.

L’énergie de volume QW est la méme que celle obtenue par Le Dret € Raoult
dans une analyse dans W1? (sans fissure).
L’énergie de surface est toujours de type Griffith.




3 Analyse du probleme quasi-statique

Ve [0,T], 3 (uf(t), (1)) t.q. us(0) = ufo, [(0) = Jy-, et:
o Irréversibilité: T=(t1) C T=(t3), VO < t; < t, < T

e Principe de moindre énergie: VI’ D I¢(t), Vv e AD{(I"V, ¢°(1)),

/Q W(vaufs(w\évgufsu)) dz + /F . ((wsm)a %(ng)g)‘m

SAW(VQ’U %vgv) da:+// ((up/)a|§(up,)3)|d7i2.

e Principe de conservation d’énergie: £° est absolument continue en

// ( )| Vw())'(vag(>| v3g<>) da ds.

temps et




Hypotheses:

gg — g in Wl’l([O,T]; Wl’p(Q/;R3))

1

“V3g° — 7 in WHH([0, T); LP(SY; R?))
€

= g € WH([0, T; WHP(W; R?)).

Théoreme 2 On suppose de plus que ||u®(t)||c < ¢, alors V't € [0,T],
3 (u(®), (1) t.q. ut(t) 22V u(t) € SBVP(w/;R3), T(£)“ — "y(t) C @ et
o Irréversibilité: ~(t1) Cv(te), VO <t; <ty < T

¢ Principe de moindre énergie: V' D v(t), Vv € SBVP(w';R?) avec
Jy Cv etv=g(t) p.p. dans W'\ @,

— / QWo(Vau(t)) dre + H ((1)) < / QWo(Vav) dza +H' (7).

e Principe de conservation d’énergie: £ est absolument continue en temps

et / / ) (9 u(s)) - Vai(s) doa ds.




De plus,

En particulier = E°(t) — E(1).

Convergence d’ensembles rectifiables: oP-convergence (Dal Maso, Francfort

¢ Toader) avec des modifications pour le passage 3d2d: I'°(¢)“ — "~(¢) ssi:

(i) Siwv. € SBVP(Q;R?) est t.q. J,. C I¢(1), v. SBVE 4 et

Jo |(Vave| 1 V30,) ‘p dr < ¢, alors v € SBVP(w';R3) et J, C v(1);
(i) Il existe v. € SBVP(Q;R3) et v € SBVP(w';R?) t.q. J5. C T'e(t),
Ve SBVZ, v, fQ ‘(Vaﬂg\%vig@g) ‘p dr < c et J; = ().

Propriétés: Compacité (Th. de Helly), s.c.i par rapport a la mesure de Hausdorff




Idée de la démonstration:
Fissure limite: 4 v(t) C W (croissante en temps) t.q. V¢t € [0,T], I'°(t) — ~(t)
en un sens tres proche de la oP-convergence introduite par Dal Maso, Francfort €

Toader (avec des modifications adequates pour le cas du passage 3d2d) et par

s.c.i. par rapport a la mesure de Hausdorft:

1
Hl(v(t)) S lim lnf/ ((Vrs(t))a g (Vrs(t))?)) | dH2
L= ()

3




Déformation limite: Par la propriété de minimalité, J,-) C I'°(2) et

1 P 1
Hue(t)||oo—|—/ (vaug(t)|—V3u€(t)) dﬂj—|—/ ((Vug(t))a _(I/ue(t))?)) ‘ dH? < c.
Q € Jue (1) €

Th. d’Ambrosio = uc(t) SBVE, u(t) € SBVP(w';R3), pour une sous suite suite

dépendante du temps, u(t) = g(t) p.p. sur ' \ @ and J, ;) C (). De plus,
comme QW) est quasiconvexe

2/QWO(Vau(t))dxa < limaian/QWO(Vaug(t))da:a

3

1
liminf/ W (Vaug(t)|—vgug(t)) dz.
0 9




Principe de moindre énergie:

e A l'instant initial ¢ = 0, comme il n’y a pas de fissure préexistante, on peut
prendre une suite qui atteint la I'-limite comme compétiteur dans la
minimisation: Vv € SBVP(w';R?) t.q. v = g(0) p.p. dans v’ \ @,

Jv. € SBVP(QV;R?) avec v, = ¢°(0) p.p. dans (v \ @) x (—1,1)

> / QWo(Vatu(0)) dze + 2H (Ju(o))

1 1
< lim inf/ W (Vaug(O)‘—Vgug(O)) dx —|—/ ((Vua(0)>
c O E Jua(o) “le

1
< limsup/ %4 (VO/U&- —ngvg) dx +/
€ QO € J

— 2/ QWo(Vov) dae + 2H ().

()] 20),)

Ve

En particulier, si v = u(0) = £%,(0) — &,(0), £5(0) — &£5(0) et £5(0) — £(0)




e Vte (0,7T]: Th. de Transfert de saut “rescalé” (Francfort € Larsen):

Vove SBVP(W;R?) avec v = g(t) p.p. dans ' \ @, v, € SBVP(Y;R3) avec

v = ¢°(t) p.p. dans (W' \ W) x (=1,1) t.q. ve Lvet Vo, 25 (V4v|0)

limsup[]vg\rg(t) ((VUE)QE(V%)?)) | IHZ < 21 (J, \ (D).

e—0

Donc en modifiant “légerement” v., on obtient que

) /w QWo(Vau(t)) dire < lim inf /

Q

< limsup/ |44 (Vavg lvgvg) dx —l—/ ((l/vg) ‘1(1/%)3) ‘ dH?
= Jo c T \T=(t) tle

<9 / QWo (Vo) daw + 2H (T, \ 4(£)).

W (Vaua(t)‘évgug(t)) dz

En particulier v = u(t) = E%(t) — &E(t).




Bilan d’énergie: 1- Approximation de l'intégrale de Lebesgue par des sommes

de Riemann convenablement choisies
W)
= &t / / (QWWo) 2u(8)) - Vag(s)dza ds.

2- Convergence faible du tenseur des contraintes:

Zii@)%(;@ } N ‘?g (v us (t )Evgus(t)) L, (8(%2?/0) (Vau(t))‘o) |

Donc

Et) < hmlnfé’g( <11msup5€()

lim £° (0 / / ( )‘ Vaul (s)).(vags(s)‘évgge(so dz ds

+2/ / QWO at(8)) - Vag(s)dr,ds = E°(t) — E(1).




